A kozépérték és variancia azonossaganak probdi
t-proba, F-préba



Hipotézisallitas

> Feltételezés: a minta egy adott szempont alapjan mas
populdcidhoz tartozik, mint b minta.

» Nullhipotézis (Hp): a minta és b minta egyazon populdciéhoz
tartozik, azaz az atlaguk ugyanazon p populacidéatlag kortl
Szor.

» Alternativ hipotézis (Hi1): p valésziniiséggel allithatd, hogy b
minta atlaga nem ugyanahhoz a populdciéhoz tartozik, mint
az a minta.

‘Azonos populéciohoz tartozo atlagok Kulonbozo populécichoz tartoz6 étlagok

M1

x2 x2

M=2, x1=3, x2=1,5 M1=4, M2=1, x1=3, x2=1,5



Hipotézis tesztelése 95%-0s megbizhatdsaggal
Szignifikanciahatdr: o = 0, 05.
1. Hp: a atlaga szignifikansan kiilonbozik b-tol.
Ho: a és b ugyanazon populdcié része. Elutasitds: ha X a
slirliségfliggvény két szélén a/2-be esik = kétoldali teszt
(felsé abra).

Twa tests at the same prababillty level (85%2)

(a) Two-lailed test
0.025 0.025

z -1.96 o 1.80 1.96

Test score. 74 77
() One-tailed lest
005

T T
z o 1.651.80
Test score. 74 77



Hipotézis tesztelése 95%-0s megbizhatdsaggal
Szignifikanciahatdr: o = 0, 05.

1. Hp: a atlaga szignifikansan kiilonbozik b-tol.
Ho: a és b ugyanazon populdcié része. Elutasitds: ha X a
slirliségfliggvény két szélén a/2-be esik = kétoldali teszt
(felsé abra).

2. Hp: a szignifikdnsan nagyobb, mint b.
Ho: b nem szignifikansan kisebb, mint a. Elutasitds: ha X a
strliségfiiggvény jobb szélén a-ba esik = egyoldali teszt
(alsé dbra).

Twa tests at the same prababillty level (85%2)

(a) Two-lailed test
0.025 0.025

z -1.96 o 1.80 1.96
Test score 74 77

() One-tailed lest
005

= T T
z o 1.651.80
Test score. 74 77




Kétoldali és egyoldali teszt

A kétoldali teszt jellemzéi:

» Képes kimutatni, hogy a vizsgalt minta atlaga szignifikdnsan
kisebb VAGY nagyobb, mint a populacié atlaga.

» A konfidenciakiiszOb negativ és pozitiv irdnyban nagyobb
tavolsagra van az atlagtdl, mint az egyoldali tesztnél.

» Ezért a nullhipotézis elutasitdsanak valdsziniisége kisebb.

Az egyoldali teszt esetén azt vizsgdljuk, hogy igaz-e, hogy a atlaga
szignifikdnsan eltér b-t6l egy elore meghatarozott irdnyba. A
nullhipotézis szerinte a dtlaga nem tér el abba az irdnyba. Veszély:
a masik iranyba ettdl eltérhet, de ez felderitetlen marad.

Egyoldali hipotézist csak akkor szabad alkalmazni, ha azt akarjuk
kimutatni, hogy X termék/gydgyszer nem szignifikdnsan rosszabb,
mint Y termék. A teszt irdnydt az adatgylijtést megel6zben kell
meghatarozni!



Hibas dontés okai

1. a-hiba (els6 fajta, els6faji hiba): elutasitjuk Hop-t, mert az
atlag a megadott konfidenciaintervallumon kiviil esik — «
része (piros tartomany).

2. [-hiba (masodik fajta, masodfaji hiba): megtartjuk Ho-t,
holott az dtlag mas populdciéhoz tartozik ( tartomany).




Hibatipusok

Hp igaz Hp hamis, H; igaz
Ho-t megtartjuk helyes dontés B-hiba (hamis negativ)
Ho-t elvetjiik a-hiba (hamis pozitiv) helyes dontés

Az «o-hiba vagy 1. tipusua hiba sulyos kévetkezményekkel jar,
mert bebortonziink egy artatlan embert. Ezért igyeksziink
kikiisz6bolni (pl. kétoldali teszt hasznalataval).

ﬁ Type 2 Error (B)
&
Set Free ﬁ”ﬁ
VERDICT Type 1 Error (a)
Jailed @
Innocent Guilty

TRUTH

Forrds: https://www.youtube.com/watch?v=X8M_KIKlcjQ



Lehetséges Osszehasonlitdsok
Atlagok,

szorasok,

egy minta populdciéval <> két minta egymassal,

azonos variancidk < eltérd varianciak,

flggetlen <> parositott mintdk,

parametrikus <> ordindlis vagy nem normdlis eloszldst mintdk.

vV vV VvV vV VY

Ha a populdcié o szérdsa ismert: atlagok z-eloszlas szerint szérnak
o kordl.

Gyakorlatban: a populdcié szérdsa nem ismert, ezért a mintadtlag
szérasat a Student-féle t eloszldssal jellemezziik.
t = X—po
s/\/n
~ normalizdlds a z értékre, de a populdcié o szérdsa helyett a
minta s szérasa szerepel a képletben. g értéke két minta esetén a
kontroll minta atlaga.




t-eloszlas
Jellemzok:

>
>
>

Normalis eloszlasti: szimmetrikus, dtlaga 0, aszimptotikus.
A gorbe meredeksége fligg a minta méretétdl, n-tdl.

A t-eloszlds laposabb, mint a standard normalis eloszlas z
értéke = adott szignifikanciaszint hatdrértékei messzebb
esnek az atlagtdl.

n = oo esetén a t-eloszlds azonos a z-eloszldssal.

n > 100 esetén a kiilonbség elhanyagolhatd, mert a gorbe
egyre meredekebb, a nagy elemszam miatt z-értékeket lehet
hasznalni.

Standard normal
distribution (Z-distribution)

t-distribution




Szabadsagi fokok

Szabadsagi fok, degree of freedom, df: a szabadon véltoztathaté
elemek szama, ami mellett a minta dtlaga valtozatlan marad.
Vagyis: ha mas elemeket tartalmazna a mintank, annak hany olyan
eleme van, ami eltérhet a mostani mintatdl dgy, hogy az atlag ne
véltozzon?

Pl. egy n =5 elemi{i minta atlaga x = 10. Hany elem
véltoztathatd szabadon a mintadtlag valtozatlansaga mellett?



Szabadsagi fokok

Szabadsagi fok, degree of freedom, df: a szabadon véltoztathaté
elemek szama, ami mellett a minta dtlaga valtozatlan marad.
Vagyis: ha mas elemeket tartalmazna a mintank, annak hany olyan
eleme van, ami eltérhet a mostani mintatdl dgy, hogy az atlag ne
véltozzon?

Pl. egy n =5 elemi{i minta atlaga x = 10. Hany elem
véltoztathatd szabadon a mintadtlag valtozatlansdga mellett?

Négy érték valtozhat. Az otodik elemet lgy kell kivdlasztani, hogy
a minta atlaga 10 maradjon, tehat csak négy elem valtoztathatd
szabadon.

Tehat df = n— 1.



t-eloszlds és szabadsagi fokok
A t-eloszlas lapossaga fligg a szabadsdgi fokoktdl. Minél nagyobb
a szabadsagi fok, anndl kozelebb esik a kritikus érték (a
szignifikanciahatar, a konfidenciaintervallum szélsé értéke) az
atlaghoz. Vagyis nagyobb elemszam (és szabadségi fokok) esetén
no a nullhipotézis elutasitdsdnak lehetosége.

df
— 100
— 30
— 10

dt(x, 1)
02 03 0.4
1

0.1
1

0.0
1




Egymintds Student-féle t-préba

> Feltétel: normalis eloszldsi valtozd, tetszOleges atlaggal és
szérassal.

» Alkalmazas: populdcié vagy egy nagyszamu referenciaminta
atlaga ismert, pl. 1Q = 100.

» Eljards: ha a minta atlag, szérds és elemszam alapjan
szamitott t-értéke kiviil esik a populacié t-eloszlasanak
konfidenciaintervalluman, elutasitjuk a nullhipotézist.

» Képletben: ha igaz, hogy tminta > t1_a(n—1) = Ho-t elvetjik.

A Kincskeres6 6vodaba 60 okos és ligyes gyerek jar. Atlagos 1Q-juk
108, a széras 15. Az IQ-teszt rogzitett atlaga 100. Magasabb-e az
oda jar6 gyerekek 1Q-ja az atlagosnal?



Szignifikanciaklszob értékének meghatdrozasa

Keressuk a konfidenciaintervallum kiiszobértékeit a t-eloszlas
gorbéjén 95%-os szignifikanciaszint és 59 (azaz 60 — 1) szabadségi
fok esetén:

Kritikus értékhez tartozé t meghatdrozésa (p =1 — a = 0,95).

Az adott szignifikanciaszinthez (0,95) tartozé t-érték 59-es
szabadsagi fok mellett kétoldali osszehasonlitas esetén:
qt(p,df), itt: qt(0.975,59)

A t-eloszlas kritikus értéke pozitiv és negativ iranyban |2,000995|.
Azért 0,975 és nem 0,95 szerepel a képletben, mert megfelezziik

1— 0,95 valésziniiségét, hogy az eloszlas negativ és pozitiv végén a
0,05-6s a-érték felét vehessiik figyelembe.



Kincskereso 6vodasok adatainak t-értéke

Atlag: 108, széras: 15, elemek szama 60. A populacié atlaga: 100.

. _ X—po _ 108-100 _ 8 _
tmlnta— s \/ﬁ - 15/\/@ — 1,29 —4713

Az 6vodasokra szamolt t-érték a 2,0001-es kuszobértéknél
nagyobb, tehat kiviil esik a populdcié dtlagdhoz tartozé
konfidenciaintervallumon.

Kovetkeztetés: 0,05-nél kisebb az esélye, hogy ehhez a
populadcidhoz tartozik a mintank. Ezért a nullhipotézist a
meghatarozott 95%-os szignifikanciaszintet és az elemszamot
figyelembe véve elutasitjuk.



Kincskereso 6vodasok adatainak t-értéke

Atlag: 108, széras: 15, elemek szama 60. A populacié atlaga: 100.

. _ X—po _ 108-100 _ 8 _
tmlnta— s ﬁ - 15/\/@ - 1,29 —4713

Az 6vodasokra szamolt t-érték a 2,0001-es kuszobértéknél
nagyobb, tehat kiviil esik a populdcié dtlagdhoz tartozé
konfidenciaintervallumon.

Kovetkeztetés: 0,05-nél kisebb az esélye, hogy ehhez a
populadcidhoz tartozik a mintank. Ezért a nullhipotézist a
meghatarozott 95%-os szignifikanciaszintet és az elemszamot
figyelembe véve elutasitjuk.

A Kincskereso évoddban tesztelt gyerekek tehdt kortdrsaik
atlagahoz képest szignifikansan intelligensebbek.



Kétmintas fuggetlen t-préba

> Két minta alapjan két ismeretlen i értéket hasonlitunk ossze.

» Mintdk kivalasztasa egymastdl fiiggetlen (pl. spanyol
6vodasok és cseh Svodasok).

» Feltétel: normalis eloszlds, azonos varianciak
t= X=X
52 52
VT

ahol s mindkét mintdban azonos: a kozos variancia becslése a
mintankénti szdrasokbdl.

A préba el6feltétele, hogy a két minta szdrasa azonos legyen.
A variancidk azonossagdt az F-préba segitségével ellendrizhetjik.



Welch-préba

Mint a kétmintas fliggetlen t-préba, de nem feltételezziik a
varianciak azonossagat, azaz homogenitasat.

X1—X:

t = 1 2
2 s2
42
n

Kiilonbség: a nevezGben gyok alatt nem azonos, hanem eltérd
szbras szerepel.

Normalis eloszlas tesztje: shapiro.test(mintal, minta2).

Varianciahomogenitas tesztje: var.test (mintal, minta2).

Mindkét teszt nullhipotézise, hogy IGAZ a normilis eloszlas, illetve
a varianciahomogenitds megléte. Vagyis ha p > 0,05, akkor a
mintdk eloszldsa normalis, illetve variancidik azonosak.



Példa

Eltér-e az alabbi mintdban a ndstény és him borjak szlletéskor
mért testtomege?

bika (kg) 46 37 39 37 33 48 35
isz8 (kg) 27 37 35 41 35 34 43 38 40

bika = c(46,37,39,37,33,48,35)

uszo = c(27,37,35,41,35,34,43,38,40)

1. |épés: normalis eloszlastiak-e a mintak kilon-kilon?
shapiro.test(bika), shapiro.test(uszo)

Ha p 0,05-nél nagyobb, elfogadjuk a normilis eloszlas
feltételezését.

2. |épés: azonosak-e a variancidk?

var.test (bika,uszo)

Ha p 0,05-nél nagyobb, elfogadjuk a variancidk azonossaganak
feltételezését.



Két minta 0sszehasonlitdsa t-prébaval:

t.test(bika,uszo)

alapbedllitas: kétoldali (alternative=two.sided), variancidk nem
egyenléek (var.equal=FALSE).



Két minta 0sszehasonlitdsa t-prébaval:

t.test(bika,uszo)

alapbedllitas: kétoldali (alternative=two.sided), variancidk nem
egyenléek (var.equal=FALSE).

A mintdinkban a variancidk azonosak, ezért hasznalhatjuk a
pontosabb, tobbnyire alacsonyabb p-értékhez vezetd fliggvényt:
t.test(bika,uszo,var.equal=TRUE)

p > 0,05 = a kiilonbség nem szignifikdns egyik teszt esetében
sem.

A p értéke azt mutatja, hogy mekkora valdszinliséggel tévediink,
ha megtartjuk a nullhipotézist, vagyis azt, hogy a mintdk egyazon
populaciéhoz tartoznak.



Kétmintds paros t-préba

A minta egyazon elem vagy Osszetartozé elemek kétszeri
megfigyelésébdl dll, példaul pulzus reggel és este egyazon
személynél.

Feltétel: egy elem két értékének kiilonbsége normalis eloszlasa,
n > 30 esetén feltételezni szokds a normalis eloszlast.

t=_9d_

sa/v/n

ahol d a kiilonbségek atlaga, sy a kulonbségek becsiilt szérdsa, n a
parok szdma (tehat az elemszdm, nem az Gsszes mérés szama,
mert az kétszer annyi).

Itt voltaképpen azt teszteljik, hogy igaz-e, hogy az egyazon elemen
végzett két mérés kiilonbségének atlaga paronként 0, vagyis a
mérések nem kiilonboznek szisztematikusan egyik irdnyban sem.



Feladat

ratings adatmdtrix.

Novények és allatok nevének gyakorisdga és ismertsége (Frequency,
meanFamiliarity). Kiilonboznek-e a méretre és siilyra adott
becslések paronként?

Normélis eloszlas tesztelése:
shapiro.test(ratings$Frequency)
shapiro.test(ratings$meanFamiliarity)

paros t-préba:
t.test(ratings$Frequency,ratings$meanFamiliarity,
paired=T)

p < 0,001, tehat a megkérdezettek az allatok és novények méretét
szignifikdnsan nagyobbra becslik egy adott skaldn, mint a sulyukat.



Feladat

Toltsiik le a trans.RData féjlt innen kozvetlen eléréssel:
load (url("phon.nytud.hu/mady/courses/statistics/materials/
trans.RData"))

A madtrixban angol, ill. portugal, kb. 1500 szavas szovegek hossza
van megadva, majd a masik nyelre valé leforditas utani hosszuk.

Ellenorizziik, azonos-e az angol és portugal szovegek variancidja,
majd teszteljiik, szignifikdnsan kiilonboznek-e.

var.test (fuggovaltozo~fuggetlenvaltozo), azaz
var.test(trans$length~trans$language)

t.test (fuggovaltozo~fuggetlenvaltozo), azaz
t.test(trans$length~trans$language)



Hazi feladat

Végezziik el a megfelel6 probdkat az evszakok adatmatrixra.
Normidlis az eloszldsa a tavaszra és az Gszre adott pontszamoknak?
Azonosak a variancidk? Ha az eloszlasok normalisak, melyik
t-prébat lehet elvégezni rajtuk?

Készitsiink pontdiagramot, amiben az évszakok kulon-kilon szinnel
vannak abrdzolva. Az x tengelyen a vélaszaddk kora, az y
tengelyen az altaluk adott pontszdm szerepeljen. Van kilonbség a
két évszakra adott pontszamokban a kor megoszlasa szerint?



