Valdszinliség, konfidenciaintervallum



Valészinliség a mindennapokban

Koznyelvi jelentés: tapasztalat alapd becslés (n megfigyelt
esetbdl hdnyszor tortént meg egy adott esemény). Pl.
,valdsziniileg mindjért elered az esé” (mert ha ilyen bords az ég,
gyakran esik), ,valésziniileg idén sem lesz fizetésemelés” (mert tiz

éve nem volt).
A valésziniiség soha nem jelent biztos tudast! Néha mégsem esik,
ha borls az ég, és néha mégis van fizetésemelés.

Intuitiv becslésnek kevés fokozata van: nem tdl valészini, elég
valészinli, nagyon valdszinli, tobb mint valészindi.



Valdszinliség a szerencsejatékban

Fej vagy irds egy érme feldobasakor?

Megfigyelés: 10 dobas, 20, 30. . .



Valdszinliség a szerencsejatékban

Fej vagy irds egy érme feldobasakor?

Megfigyelés: 10 dobas, 20, 30. ..

Fejek szdma egyre jobban kozeliti a 0,5-0s értéket.
Empirikus valésziniiség P definicidja:

P = fej/0sszes dobas

ahol a dobdsok szama a végtelenhez kozelit.

= valdszinliség értéke mindig 0 (egyaltaldn nem valdszinii) és 1
(teljesen biztos) kozott mozog.
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Adott szdm dobdsa kockdval.
Asz hizasa egy 32 lapos kartyapaklibdl.
Kétszer egymas utan fej dobasa.

Mekkora a valdszinlisége annak, hogy egy véletlenszeriien
kivalasztott magyar allampolgar katolikus, ha az osszes
megkérdezett kozotti ardny katolikus 51%, reformatus 16%,
evangélikus 3%, nem vallasos 14,5%.

Egy véletlenszeriien megkérdezett személy diplomas nd, ha a
diplomdsok ardnya 22,4%, és a ndk ardnya 50%.



Példak

1. Adott szam dobdsa kockdval: adott szdm/Gsszes szdm = 1/6
= 0,1667.
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Példak

. Adott szam dobdsa kockaval: adott szdm/Gsszes szdm = 1/6

= 0,1667.

Asz hazasa egy 32 lapos kartyapaklibdl: dszok szdma/dsszes
kdrtya = 4/32 = 0,125.

kétszer egymads utdn fej dobdsa:
(fej+fej)+(fej+irds)+(irds+fej)+(iras+irds) = 1/4 = 0,25.
Mekkora a valdszinlisége annak, hogy egy véletlenszeriien
kivalasztott magyar allampolgar katolikus, ha az osszes

megkérdezett kozotti ardny katolikus 51%, reformdtus 16%,
evangélikus 3%, nem valldsos 14,5%: 51% = 0,51.

Egy véletlenszeriien megkérdezett személy diplomas nd, ha a
diplomdsok ardnya 22,4%, és a nék ardnya 50%: 0,224*0,5 =
0,112.



Becslés

Inferencidlis statisztika: oksagi vagy reldcids alapu statisztika. A
minta értékei alapjan kovetkeztet a populacidra.

DE: a minta alapjdn a populdciéra csak becsléseket tehetiink.

"oz

1. probléma: kilonbozé mintdk kiilonbozé atlagokat
eredményeznek, még véletlenszer(i kivalasztas esetén is.

2. probléma: véges az idonk, csak véges mintdval tudunk dolgozni.



Konfidenciaintervallum

Kérdés: igaz-e, hogy a véletlen mintank atlaga beleesik az
ismeretlen populdcidatlag koril szérédé mintadtlagokba?

Nehézség: u-t, vagyis a populacié atlagat nem ismerjuk, csak x-et,
azaz a mintaatlagot.

= Dontés nem lehetséges, csak egy adott valdsziniiségi hatdron,
azaz konfidenciaintervallumon beliili valésziniiség megallapitésa.

A konfidenciaszintet mi hatdrozzuk meg onkényesen. A 95%-os
szint azt jelzi, hogy a nullhipotézisrél hozott dontésiink 95%-ban
lesz megbizhatd. Jelolése: p = 0, 95.



A konfidenciaintervallum jelentosége

A valdszintiségeket a standard normalis eloszlas fliggvénye alapjan
allapitjuk meg.
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p = 0.95 esetén a konfidenciaintervallum az atlagtél 1,96
szérasnyira esO két érték kozé esik.
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A mintatdl a populacidig

Két kockaval dobunk 100-szor.

Bal: egy alkalommal dobtunk 100-szor, egy mintank van.
Jobb: 20-szor dobtunk 100-szor, hisz minta atlagai, amelyek
egyenként 100 dobdsbdl allnak.

densty defauh(x = throws + trous2)

Egy minta atlaga = 7, 20 minta atlagdnak 4tlaga = 6,98.

Egy minta szérdasa = 2,25, hisz minta dtlagainak szérdsa = 0,23.
mean (rep(sample(1:6,100,replace=T)+
+sample(1:6,100,replace=T),20))



A normilis eloszlds jelentosége

A normilis eloszlds nem csak egy adott mintara lehet jellemzg,
hanem egy adott populdciébdl vett tobb mintara is.

Feltételezés: n minta X atlagai normaélis eloszlast mutatnak a
populdcié p atlaga koril, ha a populacié szérdsa o.

A mintadtlagok p koruli szérdsa egyenl6 a standard hibaval
(standard error), azaz se = \% -vel.

A szbras az egyes adatpontok mintaatlagtdl valé tavolsagat fejezi
ki.
A standard hiba a mintadtlagok populacidéatlagtdl valé tavolsagat

fejezi ki.

Elony: egyetlen minta atlaga és szérdsa alapjan kovetkeztethetunk
a populacié ismeretlen értékeire.



A minta és a populacid szérasa

Két kockdval dobunk 100-szor.
Bal: egyetlen, 100 dobasbdl allé minta osszegei. Jobb: 20 minta
atlagai, amelyek egyenként 100 dobasbdl allnak.
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Egyetlen minta szérdsa = 2,25, 20 minta atlaganak szérasa = 0,23.

Standard hiba EGYETLEN mintdbdl szamolva:

2,25/4/100 = 0,225

— a 20 mintabdl szamolt széras jé kozelitése akkor is, ha csak
egyetlen mintank van.



Pontbecslés

Véletlen minta dtlaga fligg a véletlentdl, azaz egy becsiilt pont.

Mennyire megbizhaté a becslés egy véletlen minta alapjan? A
populdcié és a minta viszonyat itt egy nagy mintaval és az ebbdl
vett részmintdkkal demonstraljuk.

Példa: A magyar 18-20 éves férfiak atlagos testmagassagat
akarjuk megtudni. A teljes populdciét nem tudjuk vizsgélni, ezért
vesziink egy mintat: a Névtelen Egyetemre beiratkozé fitkat
mér6léc mellé allitjuk szeptemberben. A minta 300 fobdl All.
Ennek ismert az atlaga, szérdsa és a mérete.

Mi torténik, ha ebbdl a mintabdl kisebb részmintdkat veszink? Mi

a részmintdkbdl szamolt dtlagok szérdsa a 300 fés minta atlaga
koril?



A részmintdkbdl szamolt atlagok szdérdsa kiszamolhaté a teljes
minta sz6rdsabdl és a részmintdk elemszamabdl. Standard hiba:

- s
se =
A véletleniil kivalasztott tiz fés mintdk széradsa a teljes minta

atlaga kordl:
se =6,3/v/10=1,99 cm.

Véletlen otven f6s mintdk szdrasa a teljes minta atlaga koriil
se =6,3/1v/50 =0,89 cm.

= Minél nagyobb az elemszdm, annal kisebb a standard hiba,
vagyis a feltételezett dtlagok szérdsa, Vagyis nagyobb elemszam
mellett az egyes mintadtlagok jobban kozelitik a nagy minta
(4ltaldban véve a populicid) atlagat.



Feladat

Fajl letoltése:

http://phon.nytud.hu/mady/courses/statistics/ materials/
testmagassag.txt

300 férfi egyetemi hallgaté testmagassaga.

Testmagassag adatai testmagassag.txt nevil fajlban.
atlag: mean()
széras: sd()
gyok: sqrt

Hogyan szamoljuk ki az els6 tiz f6 testmagassaganak atlagat?
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Feladat

Fajl letoltése:

http://phon.nytud.hu/mady/courses/statistics/ materials/
testmagassag.txt

300 férfi egyetemi hallgaté testmagassaga.

Testmagassag adatai testmagassag.txt nevil fajlban.
atlag: mean()

széras: sd()

gyok: sqrt

Hogyan szamoljuk ki az els6 tiz f6 testmagassaganak atlagat?
mean (testmagassag$height [1:10])

Teljes minta standard hibdja?
sd(testmagassag$height)/sqrt(300)
0,36



Kiindulas

> A populaciébdl (itt: 300 elemii nagy mintabdl) véletlenszeriien
vett kisebb mintak atlagai normaélis eloszlasuak.

» Normalis eloszlds esetén az dtlagok 95%-a a populdcié
atlagatdl + 1,96 egységnyi szdrast mutat. Az dtlagok szdérdsat
a standard hibaval jellemezziik, vagyis a s/+/n képlettel
szamoljuk ki.

> Keresssiik p-t, a populacié eloszlasdnak kozéppontjat.
Tehat:
p(—1,96 x se + 1 < X < pu+ 1,96 * se) = 0,95

Cél: a 95%-os konfidenciaintervallumon beliili hatarértékek
meghatdrozasa negativ és pozitiv irdnyban.



Konfidenciaintervallum X alapjan

p(—1,96 % se+p < X < 1+ 1,96 x se) = 0,95
—p

p(—1,96 % se <X —pu < 1,96 *se) =0,95

x* — 1

p(1,96 xse > u—x > —1,96 « se) = 0,95
+X

p(1,96 % se +Xx > pu>x—1,96*se) = 0,95
p(—1,96xse + x < u < X+ 1,96 x se) = 0,95



Konfidenciaszint

Konfidenciaintervallum: értéktartomany, amely a becsiilend6
paramétert elGre rogzitett valdszinliséggel tartalmazza.

Konfidenciaintervallumon kiviili tartomdny: o =1 — p.

Ha X nem esik a 95%-os konfidenciaintervallumba, akkor is
tartozhat az adott populaciéhoz! Tévedés valdsziniisége 5%, ez az
un. alfa-hiba.



Kiindulasi hipotézis tesztelése

Hipotézis allitasa falszifikacidn keresztil, azaz az allitasunk
ellenhipotézisét teszteljuk.

Az empirikus vizsgdlatokban 4ltaldban abban vagyunk érdekeltek,
hogy a vizsgalt érték 1 — p, azaz a tartomanyba essen, hiszen
tobbnyire azt akarjuk megmutatni, hogy a mintdnk kiilonbozik egy
masik populaciétdl.

= A szignifikanciaszintet « értékével szokds megadni, azaz 0,05
vagy 5%.

Ha azt akarjuk bizonyitani, hogy egy adott minta NEM tartozik az
adott p konfidenciaintervallumba, akkor a mintanak negativ és
pozitiv irdnyban az «/2 tartomanyba kell tartoznia. Tehat egy
szimmetrikus, azaz kétoldalas tesztnél az azonossag elutasitasa
2,5%-ra teljesiil.



A mintaméret jelentdsége a hipotézistesztelés
szempontjabdl

A p = 0,95-es konfidenciahatar kritikus értékei:

alsé kritikus érték: —1.96 x se + X
fels6 kritikus érték: +1.96 * se + X

A standard hiba kiszamitasa:

Se:\ﬁ

Ha n alacsony, a standard hiba nagyobb, mert a nevezében /n
szerepel = nagyobb standard hiba esetén a kritikus érték nagyobb
lesz, ezért Hp elutasitasanak lehetdsége kisebb.



Kisebb és nagyobb standard hiba és hipotézistesztelés

Két populacié, amelyek atlaga p = 20. 1. populacié szérasa

se =1, 2. populdciéé se = 2.

Az elsd populdcié alsé kritikus értéke: 20-1*1.96 = 18.04, a
masodiké: 20-2*1.96 = 16,08.

Egy minta, amely dtlaga X = 17, ehhez a populaciéhoz tartozik?

|
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1. populdcié: 17 < 18.04 = Hp-t elutasithatjuk.
2. populacié: 17 > 16.08 = Hp-t nem utasithatjuk el.



Feladat

Szamoljuk ki a testmagassag R-objektum els6 tiz elemének
atlagat. Beleesik a teljes, 300 elemii minta 95%-o0s
konfidenciaintervallumaba?

Elsé tiz elem atlaganak kiszamitasa:
mean (testmagassag$height [1:10])
175.9037

gmodels csomagban ci() fliggvény. Teljes, 300 elemszamd
populdcié 95%-os konfidenciaintervallumdnak hatdrai:
ci(testmagassag$height,0.95) Estimate CI lower CI
upper Std. Error 178.0349657 177.3166967 178.7532346
0.3649871

A teljes populaciébdl vett 10 fés minta atlaga kiviil esik a 95%-os
konfidenciahatarokon. Ha ismert a populacié atlaga, elutasitanank
azt a hipotézist, hogy az elsé tiz érték ehhez a populdcidhoz
tartozik.



Feladat

A Fogbarat Cukorgyar ellen panasz érkezik. A marka vdasarldi azt
allitjak, hogy a csomagoldson szereplé 1000 g helyett a csomagban
[évo kristalycukor valéjdban mindig kevesebb. A cukorgyar szerint

az értékek atlaga pontosan 1000 g, és valéban el6fordul ingadozas,
ennek torvényben rogzitett szérdsa 10 g.

A fogyasztévédelem 50 mintat vesz az orszag kiilonboz6 helyein
taldlhatd lzletekbdl.

Az eredményt a cukor vektorban rogzitik. Letolthetd innen:
http://phon.nytud.hu/mady/courses/statistics/materials/cukor.RData

Igaz-e, hogy a fogyasztdk atlagosan 1000 g cukrot visznek haza, és
hogy a gyarté nem kdrositja meg Oket a sajat javara?



Nullhipotézis: a minta atlaga beleesik az 0sszes cukorcsomagnal
megallapitott 10 g-os sz6rds altal megszabott
konfidenciaintervallumba.

Konfidenciahatdrok megallapitasa:
library(gmodels) ci(cukor)

Igazat mond a cukorgyar?



A kritikus fogyasztok maguk kezdenek mérokampanyba az
interneten, és a cukor.ism objektumban taldlhaté méréseket
folytatjak a kiilon e célbdl beszerzett patikamérlegen.

Hasonlit-e az atlag a fogyasztévédelem dltal megéllapitotthoz?
Igaz-e ra, hogy beleesik a torvény dltal megengedett ingadozasba?

Es az igaz, hogy a fogyaszték ugyanolyan ardnyban visznek haza
kicsivel tobb cukrot, mint kevesebbet?



Bizz bennem! En is bizom magamban.

a confident interval



