A kozépérték és variancia azonossaganak prébai:
t-préba, F-préba
Logikai vektorok az R-ben



A normilis eloszlds jelentosége

A Fogbarat Cukorgyar ellen panasz érkezik. A mdarka vasarléi azt
allitjak, hogy a csomagoldson szereplé 1000 g helyett a csomagban
lévo kristalycukor valdjdban mindig kevesebb. A cukorgyar szerint
az értékek atlaga pontosan 1000 g, és valéban el6fordul ingadozas,
ennek torvényben rogzitett szdrasa 10 g.

A fogyasztévédelem 50 mintdt vesz az orszag kiilonboz6 helyein
taldlhatd lzletekbdl.

Az eredményt a cukor vektorban rogzitik. Letolthetd innen:
http://clara.nytud.hu/~mady/courses/statistics/materials/
cukor.RData

Igaz-e, hogy a fogyasztdk atlagosan 1000 g cukrot visznek haza, és
hogy a gyarté nem kdrositja meg Oket a sajat javara?



Nullhipotézis: a minta atlaga beleesik az 0sszes cukorcsomagnal
megallapitott 10 g-os sz6rds altal megszabott
konfidenciaintervallumba.

Konfidenciahatdrok megallapitasa:
library(gmodels) ci(cukor)

Igazat mond a cukorgyar?



A kritikus fogyasztok maguk kezdenek mérokampanyba az
interneten, és a cukor.ism objektumban taldlhaté méréseket
folytatjak a kiilon e célbdl beszerzett patikamérlegen.

Hasonlit-e az atlag a fogyasztévédelem dltal megéllapitotthoz?
Igaz-e ra, hogy beleesik a torvény dltal megengedett ingadozasba?

Es az igaz, hogy a fogyaszték ugyanolyan ardnyban visznek haza
kicsivel tobb cukrot, mint kevesebbet?



Hipotézisallitas

P Feltételezés: a minta egy adott szempont alapjan mas
populdcidhoz tartozik, mint b minta.

» Nullhipotézis (Hp): a minta és b minta egyazon populédciéhoz
tartozik, azaz az atlaguk ugyanazon p populacidéatlag kortl
szor.

» Ellenhipotézis (H1): p valésziniiséggel allithatd, hogy b minta
atlaga nem ugyanahhoz a populdciéhoz tartozik, mint az a
minta.

Azonos populaciohoz tartoz6 atlagok Kulénbozo populécichoz tartozé alagok
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Hipotézis tesztelése p = 95%-o0s megbizhatdsaggal

1. Hi: a nagy valdsziniiséggel eltér b-tdl.
Hp: a és b ugyanazon populacié része. Elutasitds: ha X a
stirliségfliggvény két szélén a/2-be esik = kétoldali teszt
(felsd abra).

Twao tests al the same probability level (95%)

{a) Two-lailed test

0.025

Test score 74 77
(b) One-tailed test
0.05
;
P
T —T
z ] 1.651.80

Test scors T4 v



Hipotézis tesztelése p = 95%-o0s megbizhatdsaggal

1. Hi: a nagy valdsziniiséggel eltér b-tdl.
Hp: a és b ugyanazon populacié része. Elutasitds: ha X a
stirliségfliggvény két szélén a/2-be esik = kétoldali teszt
(felsd abra).

2. Hi: a nagy valészinliséggel nagyobb, mint b.
Hp: b nem kisebb, mint a. Elutasitds: ha X a strliségfliggvény
jobb szélén a-ba esik = egyoldali teszt (alsé abra).

Twao tests al the same probability level (95%)

{a) Two-lailed test

0.025

Test score 74 77
(b) One-tailed test
0.05
;
P
T —T
z ] 1.651.80

Test scors T4 v



Hibatipusok

1. a-hiba (elso fajta, elsofaju hiba): elutasitjuk Ho-t, mert az
atlag a megadott konfidenciaintervallumon kiviil esik — «
része (piros tartomany).

2. -hiba (masodik fajta, masodfaji hiba): megtartjuk Ho-t,
holott az dtlag mas populdciéhoz tartozik (sdrga tartomdny).

NN

to



Hibatipusok

1. a-hiba (elso fajta, elsofaju hiba): elutasitjuk Ho-t, mert az
atlag a megadott konfidenciaintervallumon kiviil esik — «
része (piros tartomany).

2. -hiba (masodik fajta, masodfaji hiba): megtartjuk Ho-t,
holott az dtlag mas populdciéhoz tartozik (sdrga tartomdny).

E2N

Hp-t megtartjuk Hop-t elvetjiik

Ho igaz  helyes dontés a-hiba (alpozitiv)
H; igaz  (-hiba (4lnegativ) helyes dontés



Osszehasonlitas alapjai

Atlagok,
szorasok,
minta populaciéval <+ minta mintaval,
azonos variancidk < eltér6 varianciak,

fuggetlen <> parositott mintdk,

vVvYvyVvVvyVvyy

parametrikus <> ordindlis vagy nem normdlis eloszlasti minték.

Ha a populdcié o szérdsa ismert: atlagok z-eloszlas szerint szérnak
w kordl.

Gyakorlatban: a populdcié szérdsa nem ismert, ezért a mintaatlag
szérasat a Student-féle t eloszlassal jellemezziik.

t = X—po
s/vn

~ normalizdlds a z értékre, de o helyett s.



t-eloszlas
Jellemzok:

| 4

| 4
>

Szimmetrikus, dtlaga 0, aszimptotikus, de nem normalis
eloszldsu.

Fligg a minta méretétdl, n-tdl.

A t-eloszlas laposabb, mint z = adott szignifikanciaszint
hatdrértékei messzebb esnek az dtlagtdl.

n = oo esetén t eloszlds azonos z eloszldssal.

n > 100 esetén a kiilonbség elhanyagolhatd, z-értékeket lehet
hasznalni.

Standard normal
distribution (Z-distribution)

t-distribution




Szabadsagi fokok

Szabadsagi fok, degree of freedom, df: a szabadon valtoztathaté
elemek szama, ami mellett a minta egy adott tulajdonsaga
véltozatlan marad.

Pl. egy n =5 elem(i minta dtlaga X = 10. Hany elem
valtoztathaté szabadon a mintaatlag véltozatlansdga mellett?



Szabadsagi fokok

Szabadsagi fok, degree of freedom, df: a szabadon valtoztathaté
elemek szama, ami mellett a minta egy adott tulajdonsaga
véltozatlan marad.

Pl. egy n =5 elem(i minta atlaga X = 10. Hany elem
valtoztathaté szabadon a mintaatlag véltozatlansdga mellett?

Négy, hiszen az otodik elemet tgy kell kivdlasztani, hogy a minta
atlaga 10 maradjon, tehdt csak négy elem valtoztathaté szabadon.

Tehat df = n—1.



t-eloszlds és szabadsagi fokok
A t-eloszlas lapossaga fligg a szabadsdgi fokoktdl. Minél nagyobb
a szabadsagi fok, anndl kozelebb esik a kritikus érték (=
szignifikanciahatar, konfidenciaintervallum széls6 értéke) az
atlaghoz.
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Egymintds Student-féle t-préba

» Feltétel: normalis eloszlasu valtozd, ismeretlen szdrassal.

» Alkalmazas: populdcié vagy nagyszamd referenciaminta atlaga
ismert, pl. 1Q = 100.

» Eljaras: ha tmina > ti—a(n-1) = Hy elvetése.

A Kincskeresé évodaba 60 okos és ligyes gyerek jar. Atlagos 1Q-juk
108, a szérds 10. Okosabbak-e az oda jaré gyerekek az dtlagnal?



Feladat

Atlag: 108, populacié atlaga: 100, szérds: 10, elemek szama 60.

£ _ X—po __ 108—100 _ 8 —6.2
minta — S/\/ﬁ_ 10/\/@ - 1729— 9

Kritikus értékhez tartozé t meghatdrozasa (p =1 — a = 0,95):

adott kvantilishez (0,95) tartozé t-érték 59-es szabadségi fok

mellett:
qt (p,df), itt: qt(0.975,59) — 2,000995



Feladat

Atlag: 108, populacié atlaga: 100, szérds: 10, elemek szama 60.

g X—po _ 1082100 _ 8 _ g o
minta S/\/E 10/\/@ 1729 9

Kritikus értékhez tartozé t meghatdrozasa (p =1 — a = 0,95):
adott kvantilishez (0,95) tartozé t-érték 59-es szabadségi fok
mellett:

qt(p,df), itt: qt(0.975,59) — 2,000995

Mivel tninta > t0'95(5g) >= Hp-t elutasitjuk.

A Kincskeresé 6voddba tehdt az dtlagnal szignifikdnsan
intelligensebb gyerekek jarnak.



Kétmintas fuggetlen t-préba

> Két minta alapjan két ismeretlen p értéket hasonlitunk Ossze.

» Mintak kivalasztdsa egymastdl fliggetlen (pl. spanyol
évodasok és cseh 6vodasok).

> Feltétel: normalis eloszlds, azonos variancidk
= %
2 2
Vot
ahol s mindkét mintdban azonos: a kozos variancia becslése a
mintankénti szérasokbdl.

DE: a szdrds egyenlOségét ritkdn allithatjuk biztosan!



Welch-préba

Mint a kétmintas fuggetlen t-préba, de nem feltételezziik a
variancidk egyenl6ségét.

__X1—X
2 2
142

n o

.—+
|

Eltér-e az alabbi mintdban a ndstény és him borjak sziiletéskor
mért testtomege?

bika (kg) 46 37 39 37 33 48 35
isz8 (kg) 27 37 35 41 35 34 43 38 40

bika
uszo

c(46,37,39,37,33,48,35)
c(27,37,35,41,35,34,43,38,40)



Feladat

Normalis eloszlastiak-e a mintak?

shapiro.test(bika), shapiro.test(uszo)

Ha p az adott szignifikanciaszintnél nagyobb, elfogadjuk a normalis
eloszlds feltételezését.

Két minta oOsszehasonlitdsa t-prébaval:

t.test (bika,uszo)

alapbedllitas: kétoldali (alternative=two.sided), variancidk nem
egyenlSek (var.equal=FALSE).



Feladat

Normalis eloszlastiak-e a mintak?

shapiro.test(bika), shapiro.test(uszo)

Ha p az adott szignifikanciaszintnél nagyobb, elfogadjuk a normalis
eloszlds feltételezését.

Két minta oOsszehasonlitdsa t-prébaval:

t.test (bika,uszo)

alapbedllitas: kétoldali (alternative=two.sided), variancidk nem
egyenlSek (var.equal=FALSE).

p > 0,05 = kilonbség nem szignifikans.



Kétmintds paros t-préba

A minta egyazon elem vagy Osszetartozé elemek kétszeri
megfigyelésébol all.

Feltétel: egy elem két értékének kulonbsége normalis eloszldsu,
n > 30 esetén feltételezni szokas a normalis eloszlast.

_ _d
t= sa/v/n

ahol d a kiilonbségek atlaga, sy a kilonbségek becsiilt szdrasa, n a
parok szdma (tehdt az elemszadm, nem a mérések szama).



Feladat

ratings adatmdtrix.

Novények és allatok nevének gyakorisdga és ismertsége (Frequency,
meanFamiliarity). Kiilonboznek-e a méretre és siilyra adott
becslések paronként?

Normélis eloszlas tesztelése:
shapiro.test(ratings$Frequency)
shapiro.test(ratings$meanFamiliarity)

paros t-préba:
t.test(ratings$Frequency,ratings$meanFamiliarity,
paired=T)

p < 0,001, tehat a megkérdezettek az allatok és novények méretét
szignifikdnsan nagyobbra becslik egy adott skaldn, mint a sulyukat.



Variancidra vonatkozé prébak

Tesztek és feltételeik (legaldbb) két minta esetén:

» F-préba: mindkét mintdban normdlis eloszlds, fliggetlen
mintdk. R: var.test().

> Levene-préba: kozelité préba, de normaélis eloszlas hidnydban
is hasznalhatd, tobb mintara is. R: levene.test a car
konyvtarban.

> Bartlett-proba: normilis eloszlas, paros mintakra is
hasznidlhaté. R: bartlett.test().

Csomag telepitése: install.packages("car"), library(car)



Feladat

Toltsuk le a trans.RData féjlt innen:
clara.nytud.hu/~mady/courses/statistics/materials/trans.RData
Letdltés load ("konyvtar/trans.RData") fiiggvénnyel (NEM
read.table()).

A madtrixban angol, ill. portugal, kb. 1500 szavas szovegek hossza
van megadva, majd a masik nyelre valé leforditas utani hosszuk.

Ellenorizziik, azonos-e az angol és portugdl szovegek variancidja,
majd teszteljuk, szignifikdnsan kiilonboznek-e.

var.test (fuggovaltozo~fuggetlenvaltozo), azaz
var.test (trans$length~trans$language)

t.test (fuggovaltozo~fuggetlenvaltozo), azaz
t.test(trans$length~trans$language)



Logikai vektorok

Sziirés: prébdk az adatmatrix adott feltételnek megfelelé elemeire.
Eljards: az adatmatrixban egy adott valtozdn beliili csoportok
definialasa.

Operatorok:
== azonos
= nem azonos
%in% tartalmazza a vektor valamely elemét
< kisebb, mint
> nagyobb, mint
<> nem egyenl6
| vagy

& és



Logikai vektorok definicidja

z = ratings$Class == "plant”
z = testmagassag$height < 170

feltételt teljesito sorok listazasa:
ratings([z,]

feltételt NEM teljesit6 sorok listdzasa:
ratings[!z,] — féleg akkor praktikus, ha csak két faktorszintiink,
azaz kategériank van

osszes elem feltételt teljesito elemei vektorként:
ratings$Class[z]

Melyik elemekre igaz:
which(z)

Osszes eléfordulds:
sum(z)



Feladat

Novények és allatok ismertségi foka (meanFamiliarity):
pontdiagramm készitése az allatokra és a novényekre eltérd szinnel.
A tengelyhosszok legyenek azonosak.

logikai vektor: csak novények:

z = ratings$Class == "plant"

Novények [z] dbrazoldsa piros szinnel:
plot(ratings$Frequency[z] ,ratings$meanFamiliarity[z],
col="red",xlim=range(ratings$Frequency),
ylim=range(ratings$meanFamiliarity))

par (new=T)

allatok [!z] dbrazoldsa kék szinnel

plot(ratings$Frequency[!z] ,ratings$meanFamiliarity[!z],
col="blue",xlim=range(ratings$Frequency),
ylim=range(ratings$meanFamiliarity))

range (): egy adott vektor terjedelme (min. .. max)



Feladatok

Hasonlitsuk ossze a bikdk és lisz6k szilletési stlydnak variancidit a
megfeleld tesztekkel. Milyen kulonbségeket latunk?

ratings adatmdtrix:
Boxplotok készitése adott csoportra: pl. novények kozott az
egyszer(i és oOsszetett szavak gyakorisaga.

Igaz-e, hogy a ratings matrixban szerepl6 allatnevek gyakorisaga
alacsonyabb mértékii, mint a novényeké? Es az ismertségiik?

Milyen értéket vesz fel p, ha a novények és allatok sily- és
méretbecslését kilon-kiilon vizsgaljuk?

Teszteljik minden esetben, hogy az adatok normélis eloszlasiiak-e,
és hogy a variancidk homogének (egyenléek)-e.



